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Aanleiding 

Een opiniepeiler belt een paar honderd mensen en durft daarna iets te zeggen over een land 
van miljoenen. Hoe kan dat? En waarom word jij eigenlijk nooit gebeld? Achter die twee 
vragen zit de kern van het steekproeven-onderwijs, en die kern laat zich veel beter zien dan 
uitleggen. Deze app is daarvoor gemaakt: je tekent een populatie, trekt er steekproeven uit, 
en ziet met eigen ogen hoe de uitkomsten zich gedragen — inclusief de ene wet die alles 
verklaart: de wortel-n-wet. 

En het gaat om veel meer dan peilingen. Veel van onze kennis komt niet uit big data, maar 
uit onderzoek met betrekkelijk kleine aantallen — soms maar enkele tientallen deelnemers. 
Een groot deel van de wetenschap draait daarop: talloze tijdschriften publiceren juist zulke 
studies. De heilige graal daarbij is het gerandomiseerde, dubbelblinde onderzoek: het lot 
bepaalt wie in de controlegroep en wie in de experimentele groep komt, en noch de patiënt 
noch de arts weet in welke groep iemand zit — zo voorkom je dat verwachtingen de 
uitkomst kleuren. Juist omdat zulke kleine steekproeven zo veel gewicht dragen, is 
statistiek in tal van disciplines, van geneeskunde tot psychologie, een onmisbaar vak. 

Dit artikel loopt de belangrijkste ideeën langs, telkens met een app waarin je het zelf doet: 
www.vustat.eu/apps/ (menu-item Steekproeven). 

 

1. Eerst: wat is een verdeling? 

Voordat je steekproeven trekt, moet je voelen wat een verdeling is. De app helpt daarbij met 
iets simpels en krachtigs: je kunt de populatie met de muis tekenen. Kies bij Populatie de 
optie Eigen verdeling en trek een vorm — een berg, een dal, twee toppen, wat je wilt. 

Dat maakt één idee meteen tastbaar: kans is oppervlakte. Waar de curve hoog is, zit veel 
oppervlakte, en juist daaruit worden de meeste elementen getrokken. Waar de curve laag is, 
wordt bijna niets getrokken. Een verdeling is dus geen abstracte formule, maar een 
landschap dat vertelt waar de trekkingen vandaan komen. Wie dat eenmaal ziet, kijkt 
anders naar elke grafiek die volgt. 

Doe het zelf — teken een verdeling Open www.vustat.eu/apps/sampling/ en 
zet Populatie op Eigen verdeling. - Teken met de muis een vorm met één hoge 
berg en een lage staart. - Trek een steekproef en kijk waar de getrokken punten 



vallen. Kloppen de drukste plekken met waar jouw curve het hoogst is? - Maak nu 
bewust een gek landschap (twee smalle pieken) en voorspel eerst waar de 
trekkingen zullen liggen voordat je ze laat zien. 

 

2. Een steekproef trekken 

De app toont drie lagen, die je los kunt aan- en uitzetten: Toon populatie, Toon steekproef 
en Toon verdeling. Zet eerst alleen de populatie en de steekproef aan. Kies een Omvang — 
het aantal elementen per steekproef — en trek. Je ziet welke elementen uit het 
populatielandschap zijn gepakt. Trek nog eens: een andere steekproef, andere punten. Dat 
wisselen is precies de steekproefvariatie die de rest van het verhaal draagt. 

 

3. De verdeling van het gemiddelde — en de wortel-n-wet 

Zet nu Toon verdeling aan. Van elke steekproef berekent de app het gemiddelde en zet dat 
als één punt onderin. Trek er duizenden, en er bouwt zich een nieuwe verdeling op: de 
steekproevenverdeling van het gemiddelde. Twee dingen vallen op, en samen vormen ze 
de kern: 

1. De wolk van gemiddelden ligt gecentreerd rond het populatiegemiddelde. 
2. De wolk is smaller dan de populatie — en hoe groter de Omvang, hoe smaller. 

Dat tweede is de wortel-n-wet: de spreiding van het gemiddelde neemt af met een factor 
√𝑛. Vier keer zo’n grote steekproef maakt de wolk half zo breed, niet vier keer zo smal. 
Leerlingen kunnen dat hier zelf ontdekken door de omvang te verdubbelen en te 
verviervoudigen en te kijken hoeveel smaller het wordt — in plaats van de formule 
aangereikt te krijgen. 

Doe het zelf — de wortel-n-wet Met Toon verdeling aan: - Zet Omvang op 1, trek 
veel steekproeven, en let op de breedte van de wolk. - Verhoog naar 4, dan 16, dan 
64. Wordt de wolk bij elke stap ongeveer half zo breed? - Laat leerlingen 
voorspellen hoe groot de steekproef moet zijn om de wolk tien keer zo smal te 
maken. (Antwoord: honderd keer zo groot — precies de √𝑛.) 

Er zit nog een verrassend leerzame interactie in. Elk punt onderin is één steekproef, en je 
kunt er op klikken: de app laat dan de steekproef zien die dat gemiddelde opleverde. Klik 
op een uitschieter — een gemiddelde ver van het midden — en je ziet meteen hoe zo’n 
grote afwijking ontstaat: meestal doordat een paar toevallig hoge (of lage) waarden samen 
in één steekproef vielen. Zo maak je het abstracte begrip steekproefvariatie concreet aan 
één zichtbaar geval — een dankbaar moment voor een klassikale demonstratie. Dezelfde 
klik-op-een-punt werkt ook in de bootstrap-app voor één steekproef, waar je zo ziet welke 
oorspronkelijke waarden in een resample terechtkwamen. 



Doe het zelf — volg een uitschieter Trek veel steekproeven en klik onderin op 
een punt dat ver naar links of rechts ligt. - Bekijk de bijbehorende steekproef. 
Waarom kwam juist deze zo extreem uit? - Herhaal met een paar uitschieters — 
zien leerlingen het patroon achter een grote afwijking? 

 

4. Ja of nee: de proportie 

Niet alles is een getal. Vaak is de vraag simpelweg ja of nee: stemt iemand voor, is een 
product defect, kruist een leerling “ja” aan? Zet Populatie op Proportie en de elementen 
worden bolletjes van twee kleuren. Trek een steekproef en je ziet welke bolletjes 
getrokken zijn — en welk deel daarvan paars is. Herhaal dat, en de steekproevenverdeling 
van die proportie bouwt zich op, net als bij het gemiddelde. Zo wordt een abstract begrip 
als “de proportie in de steekproef” iets wat je letterlijk kunt aanwijzen. 

Doe het zelf — de ja-nee-verdeling Zet Populatie op Proportie en stel een 
aandeel paars in. - Trek een kleine steekproef en tel zelf het aantal paars; vergelijk 
met wat de app zegt. - Zet Toon verdeling aan en trek er duizenden: rond welke 
waarde ligt de wolk, en wat doet een grotere Omvang met de breedte? 

 

5. Het betrouwbaarheidsinterval — en waarom jou nooit iets gevraagd 
wordt 

Zodra je de breedte van de steekproevenverdeling kent, ken je je 
betrouwbaarheidsinterval: de marge waarbinnen de echte populatiewaarde naar alle 
waarschijnlijkheid ligt. De app laat dat interval zien en, belangrijker, laat je voelen wat het 
betekent door het vele malen te herhalen. 

Hier zit een verrassing die leerlingen zelden expliciet horen. De breedte van dat interval 
hangt af van de omvang van de steekproef, en nauwelijks van de grootte van de 
populatie. De app kan populaties tot in de miljoenen aan — en je ziet dat een steekproef 
van pakweg duizend voor een dorp van tienduizend inwoners even nauwkeurig is als voor 
een land van zeventien miljoen, of voor China. Dáár komt het antwoord op de 
openingsvraag vandaan: een peiler heeft aan een kleine steekproef genoeg, ongeacht hoe 
groot het land is — en precies daarom is de kans dat juist jij ooit iets gevraagd wordt 
verwaarloosbaar klein. 

Doe het zelf — groot land, kleine steekproef - Kies een grote populatie en een 
Omvang van rond de 1000; bekijk de breedte van het interval. - Maak de populatie 
tien keer zo groot en trek opnieuw. Verandert de breedte noemenswaardig? - En 
andersom: houd de populatie gelijk en verklein de steekproef. Wát maakt het 
interval nu wél breder? 

 



6. Twee populaties: ligt de nul in het interval? 

Onderzoek gaat zelden over één groep. De echte vraag — precies die van het 
gerandomiseerde onderzoek uit de aanleiding — is meestal een verschil: doet de 
experimentele groep het anders dan de controlegroep, of is het gevonden verschil toeval? 
Daarvoor trek je steekproeven uit twee populaties tegelijk en kijk je naar het verschil van de 
twee gemiddelden. 

Bouw het stap voor stap op. Teken een eigen verdeling in Populatie 1 en maak Populatie 2 
eerst precies gelijk — twee identieke populaties, dus in werkelijkheid géén verschil. Trek nu 
herhaald uit allebei en zet onderin niet de losse gemiddelden, maar hun verschil. Omdat de 
populaties gelijk zijn, hoort dat verschil rond 0 te schommelen: je ziet de 
steekproevenverdeling van het verschil zich rond nul opbouwen. 

Verschuif dan Populatie 2 een behoorlijk stuk. Nu is er wél een echt verschil, en de wolk 
van verschillen schuift mee, weg van nul. Met de 95%-knop zet je de schuiven op het 95%-
interval van die verschillen, en dan komt de kernvraag: ligt 0 binnen dit interval? 

• Ligt 0 er buiten, dan is “geen verschil” onwaarschijnlijk — de twee populaties 
verschillen echt. 

• Ligt 0 er binnen, dan kun je een verschil van nul niet uitsluiten. 

Dat is, zonder één formule, de hele gedachte achter een toets: je meet een verschil, legt er 
een interval omheen, en kijkt of de “geen verschil”-waarde erin past. En het sluit de cirkel 
met de aanleiding: precies zo beoordeelt een gerandomiseerd onderzoek of een 
behandeling werkt. 

Doe het zelf — het verschil van twee gemiddelden - Teken een Eigen verdeling 
in Populatie 1 en maak Populatie 2 daaraan gelijk. - Trek herhaald en toon de 
verdeling van het verschil van de gemiddelden. Waarom ligt die rond 0? - 
Verschuif Populatie 2 een flink stuk en trek opnieuw. Zet met de 95%-knop de 
schuiven op het 95%-interval. - Ligt 0 in dat interval? Schuif Populatie 2 daarna 
stap voor stap terug naar Populatie 1: bij welke verschuiving komt 0 er weer 
binnen? 

 

7. Een rijke les (naar Jeroen Spandaw) 

Een mooie opdracht, die ik ontleen aan Jeroen Spandaw, draait helemaal om voorspellen 
vóór je kijkt. Kies bij Populatie de V-vorm — een verdeling met de massa aan de randen en 
een dal in het midden — of teken er zelf een via Eigen verdeling. 

Vraag de klas nu, vóór er iets getrokken wordt, hoe de steekproevenverdeling van het 
gemiddelde eruit zal zien bij Omvang 1, 2, 3, … tot 7, en daarna bij 100. Bij omvang 1 is het 
nog de V zelf. Maar al bij kleine omvang gebeurt er iets contra-intuïtiefs: het dal in het 
midden vult zich, want een gemiddelde van een lage en een hoge waarde belandt juist in 



het midden. Bij omvang 100 is er van de V niets meer te zien en staat er een strakke, 
symmetrische berg. 

De kracht van de les zit in de botsing tussen verwachting en waarneming. Wat had je 
gedacht, en klopt het met wat je ziet? Juist die verrassing maakt de centrale limietstelling 
onvergetelijk — zonder dat het woord hoeft te vallen. 

Doe het zelf — voorspel de V Zet Populatie op V-shape. - Laat iedereen eerst op 
papier schetsen hoe de verdeling van het gemiddelde eruitziet bij omvang 1, 2, 3 
en 7. - Trek daarna per omvang duizenden steekproeven en vergelijk met de 
schetsen. - Eindig bij omvang 100. Wie had de symmetrische berg voorspeld — en 
waaróm ontstaat die? 

 

Voor de leraar: de Cauchy-verdeling 

Na genoeg voorbeelden ontstaat een sterk vermoeden: welke populatie je ook kiest, bij een 
grote genoeg omvang trekt de verdeling van het gemiddelde samen tot een smalle piek — 
bijna een verticale streep — en als je inzoomt zie je vrijwel altijd iets wat dicht bij een 
normale verdeling ligt. Dat is de centrale limietstelling, en ze is opvallend robuust. 

Maar ze geldt niet altijd, en de app laat de uitzondering mooi zien. Zet Populatie op de 
Cauchy-verdeling en zet Zelfde as aan, zodat de schaal niet meebeweegt. Waar de 
Normale verdeling bij toenemende omvang netjes samentrekt tot een spriet, blijft de 
Cauchy hardnekkig breed: hoe groot je de steekproef ook maakt, er blijven extreme 
gemiddelden opduiken. 

De reden is fundamenteel: de centrale limietstelling vraagt om een eindige verwachting (en 
variantie), en bij een Cauchy-verdeling bestaat de verwachting 𝔼[𝑋] niet — de integraal 
divergeert. Er is dus geen waarde waar het gemiddelde naartoe kan concentreren. Het 
steekproefgemiddelde van Cauchy-trekkingen is zelfs weer precies Cauchy verdeeld, met 
dezelfde schaal. Cauchy is daarmee het klassieke tegenvoorbeeld: de verdeling zonder wet 
van de grote aantallen, en een fraai moment om met leerlingen te bespreken dat 
wiskundige stellingen hun voorwaarden hebben. 

Doe het zelf — waar de stelling stopt - Zet Populatie op Normaal, Zelfde as aan, 
en verhoog de Omvang: de wolk trekt samen tot een piek. - Doe hetzelfde met de 
Cauchy-verdeling. Waarom weigert deze wolk samen te trekken? 

 

Tot slot 

Van “wat is een verdeling” tot het betrouwbaarheidsinterval loopt één rode draad: je hoeft 
niet te geloven dat een steekproef iets zegt over de populatie — je kunt het zien gebeuren. 
De wortel-n-wet, de vorm die naar de normale verdeling kruipt, de marge die aan de 



steekproef hangt en niet aan het land: het staat allemaal op het scherm, klaar om zelf uit te 
proberen. 

De app is te vinden op www.vustat.eu (menu-item Steekproeven). 
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