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Aanleiding 

Tijdens een werkgroep voor wiskundedocenten viel ons iets op: voor veel collega’s is de 
bootstrap nieuw. Dat is jammer, want het is misschien wel de meest intuïtieve ingang tot de 
inferentiële statistiek die we hebben. Geen steekproevenverdelingen die uit de lucht komen 
vallen, geen 𝑡-tabel waarvan de herkomst een mysterie blijft — maar één eenvoudig idee, dat je 
bovendien letterlijk kunt zien gebeuren. 

De methode is jong. Ze werd in 1979 geïntroduceerd door 
de Amerikaanse statisticus Bradley Efron, en kon eigenlijk 
pas bestaan dankzij de computer: het idee draait om het 
duizenden keren herhalen van een trekking. De naam 
verwijst naar de uitdrukking “jezelf aan je eigen 
schoenveters omhoogtrekken” — net als baron Von 
Münchhausen, die zichzelf aan zijn eigen haren uit het 
moeras trok. Dat is precies wat hier gebeurt: je haalt 
informatie over de hele populatie uit niets anders dan je 
eigen steekproef, zonder hulp van buitenaf. Wat lange tijd 
onmogelijk leek, blijkt verrassend goed te werken . 

De bootstrap staat daarbij niet op zichzelf. Ze bouwt voort 
op een gevoel voor steekproefvariatie dat leerlingen eerst 
moeten ontwikkelen — in een leerlijn die begint bij variabiliteit en de normale verdeling, en pas 
daarna bij de bootstrap uitkomt. Het is dus geen vervanging van de normale verdeling, maar een 
volgende stap die op die basis voortbouwt. Lesmateriaal dat die opbouw expliciet maakt, laat 
zien hoe natuurlijk de bootstrap in zo’n leerlijn past (zie Toeval in de greep, in de literatuur). 

In dit artikel leggen we eerst het idee uit. Daarna tonen w hoe dit éne idee in heel verschillende 
situaties werkt. Pas dan kijk ik naar de vraag waaróm de methode werkt. Daarna volgt de  
didactische stap die we zelf gebruiken om leerlingen naar 𝐻0 en 𝐻1 te leiden. 

1. Het idee: doe alsóf je steekproef de populatie is 

Stel: je hebt een steekproef uit een populatie — bijvoorbeeld  het aantal tikken dat je met je 
vinger binnen één minuut kunt doen — en je wilt iets zeggen over het gemiddelde van de héle 
populatie van eindeloos veel pogingen. Het probleem van de klassieke statistiek is bekend: je 
gemiddelde 𝑥‾ is maar één getal, en je weet niet hoe ver dat afligt van het echte 
populatiegemiddelde 𝜇. 

 



De klassieke oplossing gebruikt een formule voor de standaardfout, 𝑠/√𝑛, en leidt daaruit een 
betrouwbaarheidsinterval af. Maar waar die formule vandaan komt, en waarom je er een normale 
verdeling of een 𝑡-verdeling op loslaat, blijft voor veel leerlingen abracadabra. 

De bootstrap draait het om. De kerngedachte is bedrieglijk eenvoudig: 

We kennen de populatie niet. Dus doen we alsóf onze steekproef de populatie ís, 
en trekken daar opnieuw uit — mét teruglegging.  

Dat “alsof” is de hele truc. Je hebt 20 metingen; je behandelt die 20 getallen als een mini-
populatie en trekt daar 20 nieuwe waarden uit, met teruglegging. Sommige oorspronkelijke 
metingen komen daarbij twee of drie keer voor, andere helemaal niet. Zo’n nieuwe steekproef 
heet een bootstrap-steekproef, en daarvan bereken je opnieuw het gemiddelde. Doe dat duizend 
keer, en je krijgt duizend gemiddeldes. De spreiding van die duizend gemiddeldes vertelt je hoe 
wispelturig je oorspronkelijke gemiddelde is. En het midden-interval waarin 95% ervan valt, is je 
betrouwbaarheidsinterval. 

Doe het zelf: open www.vustat.eu/apps en kies Resampling: Bootstrap voor 
enkelvoudig gemiddelde. Druk op het enkele blauwe pijltje en In de bovenste grafiek 
zie je welke metingen getrokken worden — hoe vaker opnieuw getrokken, hoe dikker de 
rand. In de middelste grafiek verschijnt de bootstrap-steekproef. In de onderste 
grafiek komt het gemiddelde daarvan als één blauw punt te staan. 

Klik op het symbooltje van de drie blauwe pijltjes en je ziet de verdeling van 
gemiddeldes opbouwen. Zet de schuiven op 95% en lees het betrouwbaarheidsinterval 
af. Stel je leerlingen één vraag vooraf: hoeveel smaller wordt dit interval als de 
steekproef twee keer zo groot is? En als hij negen keer zo groot is? 

De winst, in vergelijking met de klassieke formule,  zit in het begrip: leerlingen zien met eigen 
ogen wat steekproefvariatie ís, voordat er ook maar één formule op tafel komt. 

2. Eén idee, veel situaties 

De kracht van de bootstrap is dat hetzelfde recept — trek opnieuw uit je data en herbereken — 
blijft werken zodra je de grootheid verandert. Geen nieuwe formule per situatie; steeds hetzelfde 
recept. 

2a. Twee groepen vergelijken 

Een dubbelblind experiment: twee groepen studenten moeten woordjes onthouden, de éne na 
een korte slaap, de andere na het drinken van koffie. De vraag: scheelt het écht iets, of is het 
toeval? Klassiek pak je hiervoor de 𝑡-toets voor twee gemiddelden — met aannames over 
normaliteit en gelijke varianties die je moet uitleggen en controleren. 

Met de bootstrap doe je gewoon hetzelfde als eerst, maar nu met het verschil van de twee 
gemiddelden als grootheid: resample groep A, en ook groep B, bereken het verschil 𝑥‾𝐴∗ − 𝑥‾𝐵

∗ , en 
herhaal duizend keer. De verdeling van die verschillen is je betrouwbaarheidsinterval voor het 
echte verschil. 

http://www.vustat.eu/apps


Doe het zelf: kies in VUStat voor Resampling: Twee gemiddelden vergelijken.  

Boven staan de twee groepen (groen en geel), die aangeven hoeveel woordjes er 
onthouden worden na slaap of na koffie. Kies gemiddelde of mediaan als statistiek — 
let op dat er voor de mediaan géén eenvoudige klassieke formule bestaat, maar dat de 
bootstrap er moeiteloos mee omgaat. Juist daar laat de methode zijn meerwaarde zien. 
Klik op de drie blauwe pijltjes en lees onderaan het betrouwbaarheidsinterval voor het 
verschil af (90 / 95 / 99%).  

De apps laten ook eigen data inladen. Wie wil aansluiten bij data die leerlingen al kennen, kan 
bijvoorbeeld de Titanic-data uit bestaand lesmateriaal gebruiken om twee groepen te vergelijken 
— dat maakt het idee meteen concreet en herkenbaar. 

2b. Regressie 

Ook bij regressie werkt het. De helling van de regressielijn is je grootheid. Maar hoe betrouwbaar 
is die helling uit de ene steekproef? 

De bootstrap geeft direct antwoord: resample de 50 punten (de (𝑥, 𝑦)-paren samen, met 
teruglegging, trek door elke nieuwe puntenwolk opnieuw de regressielijn, en verzamel de 
hellingen. De spreiding daarvan is een betrouwbaarheidsinterval voor de helling,  zonder dat je 
iets hoeft te weten over de verdeling van de residuen. 

Doe het zelf: kies in VUStat voor Resampling regressie. Het gaat in het default-
voorbeeld om de leeftijden van man en vrouw in heterogene huwelijken. Je bootstrapt 
correlatiecoëfficiënt  r en ziet het betrouwbaarheidsinterval ontstaan. Mooi om te 
bespreken: bij elke resample springt de lijn een beetje — díe variatie is precies de 
onzekerheid die in een klassieke uitvoer verstopt zit achter één getal.  

Heel verschillende vragen en telkens hetzelfde idee. Dat is wat de bootstrap didactisch zo 
aantrekkelijk maakt: leerlingen leren één denktrant, in plaats van een lijst losse recepten.  

3. Waarom werkt het? 

We hebben nu gezien hoe de bootstrap werkt, in heel verschillende situaties. Waarom is zo’n 
bootstrap-betrouwbaarheidsinterval net zo te gebruiken als het betrouwbaarheidsinterval uit de 
klassieke theorie? Waaróm mag je informatie over een populatie halen uit een steekproef die je 
telkens opnieuw uit zichzelf laat trekken? Een volledig “bewijs” vraagt om vrij zware wiskunde. 
Voor de leerlingen is er evenwel een app (Het bootstrap principe) waarmee je kunt 
experimenteren en zien wat de betekenis is van dit betrouwbaarheidsinterval, en dat het werkt 
voor heel verschillende populaties.  

3a. Met experimenteren 

In het lesmateriaal "Toeval in de greep" (zie bij Literatuur) worden leerlingen langs onderstaand 
idee gevoerd: maak een populatie waarvan je het echte gemiddelde wél kent, trek daar steeds 
een steekproef uit, pas op elke steekproef de bootstrap toe, en tel hoe vaak het gevonden 
interval het echte gemiddelde bevat. Bij een goed werkende 95%-bootstrap moet dat in ongeveer 
95% van de gevallen zo zijn. En precies daar zie je ook de grenzen: het loopt mis bij hele kleine 
steekproeven. 



 

Doe het zelf — werkt de bootstrap echt?  

Open Resampling: Het bootstrap principe. Teken bovenin met de muis je eigen 
populatie, gewoon of bewust gek,  waarvan het echte gemiddelde dus bekend is. Eén 
klik op het enkele blauwe pijltje trekt een steekproef; nóg een klik simuleert 3000 
bootstrap-steekproeven en tekent onderaan het 95%-betrouwbaarheidsinterval naast 
het echte populatiegemiddelde. Bevat het interval die echte waarde? Ja of nee.  

Met het driedubbele pijltje herhaal je dit vele malen en meet je de dekking: het 
percentage intervallen dat de echte waarde bevat. Dat hoort rond de 95% te liggen.   

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Laat leerlingen daarna gericht zoeken naar de zwakke plekken: verklein de steekproef (30 → 20 → 
10 → 5) of maak de verdeling extreem scheef. Wanneer werkt de methode goed, en wanneer niet? 
Dat is meteen een eerlijk gesprek over de aannames achter de techniek.  

Dit sluit direct aan op wat leerlingen elders leren over kleine aantallen als statistische valkuil: 
waar een klassieke formule de onbetrouwbaarheid van een kleine steekproef achter een getal 
verbergt, maakt de bootstrap zichtbaar wáár en wanneer het misgaat. Dezelfde simulatie is 
daarmee een natuurlijke brug naar het bredere thema van de statistische valkuilen. 

3b. Met een beetje wiskunde 

In het volgende wordt een aantal keren gebruik gemaakt van de stelling: 

                         Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y) als de stochasten X en Y onafhankelijk zijn. 

Noem nu de steekproef 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛.  

Eén bootstraptrekking 𝑋∗ pakt blind één van die 𝑛 getallen, elk met kans 1 𝑛⁄ . 

De verwachting van één trekking. 

𝔼[𝑋∗]  =  ∑𝑥𝑖
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Een bootstraptrekking heeft als verwachting precies het steekproefgemiddelde. Dat is 
geruststellend: de bootstrap “verzint” niets nieuws, hij ligt gecentreerd op wat je al had. 

De spreiding van één trekking. 

Var(𝑋∗)  =  ∑(

𝑛
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1
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Let op de noemer: hier staat 𝑛, niet 𝑛 − 1. Dit is de populatievariantie van je data — je behandelt 
de steekproef immers als populatie. Inderdaad met bekend populatiegemiddelde 𝑥̅. 

Een hele bootstrap-steekproef.  

Trek nu  𝑛  van die waarden onafhankelijk: 𝑋1∗, … , 𝑋𝑛
∗, en bekijk het bootstrapgemiddelde 

 𝑋‾ ∗ = (1 𝑛⁄ )∑𝑋𝑖
∗.     Omdat de trekkingen onafhankelijk zijn geldt: 

𝔼[𝑋‾∗] = 𝑥‾,  Var(𝑋‾∗) =
𝜎̂2

𝑛
=

1

𝑛2
∑(

𝑛

𝑖=1

𝑥𝑖 − 𝑥‾)2. 

De bootstrapverdeling van het gemiddelde ligt dus gecentreerd op 𝑥‾ en heeft spreiding 𝜎̂/√𝑛. Dat 
is bijna de bekende standaardfout.  

4. De stap naar toetsen. 

Tot slot het deel waar we in onderwijs de meeste winst zien. Toetsen, met een nulhypothese 𝐻0, 
een alternatief 𝐻1, een toetsingsgrootheid en een 𝑝-waarde,  is voor leerlingen iets dat ze 
allemaal tegelijk moeten begrijpen. Onze ervaring: bouw het in twee stappen op, en begin met 
het betrouwbaarheidsinterval als tussenstation. 

Deze tweedeling — eerst schatten, dan beslissen of er werkelijk een verschil is — komt in het 
lesmateriaal Toeval in de greep terug onder precies die noemer: Schatten en Beslissen.  

 

 

 

 

 

 

 

 

  



Het bootstrap-betrouwbaarheidsinterval vormt daarin de basis waarop je vervolgens “beslist”. 
Wie met dat materiaal werkt, herkent de aanpak hieronder dan ook meteen: het formele toetsen 
wordt bewust uitgesteld tot er eerst een concreet interval ligt. 

Stap 1 — schatten (intuïtief). Begin met het bootstrap-betrouwbaarheidsinterval voor het 
verschil tussen twee groepen, zoals in §2. Dat is concreet en aanschouwelijk: “het echte verschil 
ligt naar alle waarschijnlijkheid ergens tussen deze twee grenzen.” Geen hypothesen, geen 
jargon — gewoon een interval dat je ziet ontstaan. 

Stap 2 — de brug naar toetsen. Stel dan één vraag: ligt een verschil met de waarde 0 binnen dat 
interval? Zo niet, dan is “geen verschil” blijkbaar onwaarschijnlijk — en dát is precies wat een 
toets wil zeggen. Op deze manier ontstaat het idee van een toevalshypothese (in dit geval: het 
verschil is 0) op een natuurlijke manier, vanuit iets wat leerlingen al begrijpen. Het begrip 𝐻0 is 
hier vervangen door het woord “toevalshypothese”. Daarmee houdt voor de gemiddelde 
middelbare scholier de route op: het interval, en de vraag of de “geen verschil”-waarde binnen 
dit interval ligt, is concreet genoeg om het idee van een nulhypothese te laten landen.  

Deze volgorde — eerst zien, dan schatten, dan toetsen — keert de klassieke opbouw om. Niet de 
definitie eerst en de intuïtie als toegift, maar de intuïtie eerst en de formalisering als sluitstuk. 
Voor wie statistiek wil onderwijzen als begrip in plaats van rekenen, is het wat ons betreft de 
moeite waard om deze ingang serieus te nemen. 
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